Hartmut Spiegel

Mathematik

Rechnen auf eigenen Wegen
Addition dreistelliger Zahlen zu Beginn des 3. Schuljahres*

Wiirden Sie Kindern zu Beginn des
dritten Schuljahres die Aufgabe zu-
muten, vier dreistellige Zahlen zu
addieren, deren Summe auch grifier
als 1000 sein kann? Zu einem Zeit-
punkt, zu dem in einem Unterricht
nach Schulbuch gerade die ersten zag-
haften Ausblicke iiber 100 hinauvs
beginnen? Ob lhre Antwort ,.Ja* oder
»Nein* lautet — in beiden Fillen kann
ich mir vorstellen, dal} Sie gespannt
sind, zu erfahren, was passiert ist, als
wir Kindern solche Aufgaben gestellt
haben. Wir jedenfalls waren fasziniert
davon, wie eifrig, kreativ und erfolg-
reich die Kinder sich diesem Problem
stellten. ,,So — so* — hire ich Sie schon
sagen - ,,Meinen Sie etwa diese ge-
schmierten Zettel auf der Seite neben-
dran? Das finden Sie gut? Da wiilite
ich gern mal — warum?*

Genau das miichte ich Thnen erliu-
tern — sofort am Beispiel von Annikas
Zettel - ehe ich dann ein wenig zum
Hintergrund sage, dann weitere Zettel
kommentiere und schliefilich Bilanz
ziehe und meine Schlulfolgerungen
zur Diskussion stelle.

Annikas Rechnung

Schauen Sie sich mal in Ruhe Annikas
Zeuel an: Wie ist sie vorgegangen? Wie
hat sie es aufgeschrieben? Was ist
richtig und was falsch?

Aunch wir /1/ brauchten einige Zeit, bis
wir durchblickten: Vermutlich hat sie —
nach den vier zu addierenden Zahlen —
nacheinander folgendes geschiriehen:
50, 6, 8 (nacheinander wieder durchgestri-
chen); dann 20 + 19 = 39; dann 23, 78; dann
62; dann 70 (62 und 8 (von der 78) wieder
durchgestrichen: dann 9; dann 940 (und 9
wieder durchgestrichen).

Gerechnet hat sie wahrscheinlich so:

1. 200 + 300 = 500
2. 500 + 200 = 600
3. 600 + 200 = 800
4. 20+ 19= 39
5, 39+ 23= 62

6.62+ 8=70
7. 70 4+ 70=140
8. 800 + 100 = 900
9.900+ 40=940

Sie hat also bis auf einen ,Fliichtig-
keitsfehler" alles richtig gerechnet. Und
mit wieviel Phantasie und Eigenstiindig-
keit hat sie das Darstellungsproblem ge-
lést: Anfiinglich wiihlt sie die Notation
50, dabB ein anderer den Rechenweg gut
verfolgen kann: die Striche von den vier
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Hundernerziffern nach unten, um die
sukzessive Addition darzustellen: die
vollstiindige Gleichung zur Addition der
ersten beiden zweistelligen Zahlen.
Dann geht sie zunehmend zu einer 6ko-
nomischeren Schreibweise iiber, die
auch das Nachvollziehen ihrer Vorge-
hensweise etwas erschwert, lhr einziger
echter VerstoB gegen giingige Konven-
tionen besteht darin, daB sie 50 fiir 500
schreibt — wahrscheinlich, weil ihr nach
der ersten Null einfillt, daB sie entbehr-
lich ist. Aber wer von uns benutzt nicht
auch gelegentlich unkorrekte Schreib-
weisen bel entsprechenden Gelegenhei-
ten? Sollen wir Annika den Spal ver-
derben, indem wir gleich daran rum-
miikeln?

Meinen Sie nun nicht auch, daB in dem
auf den ersten Blick chaotisch, riitselhaft
und undurchschaubar wirkenden Zettel
mehr steckt, als man zuniichst vermutet?
Bevor ich weitere Zettel kommentiere,
ein kurzer Bericht dariiber, warum und
wie diese Zettel iiberhaupt zustande
kamen:

Warum und wie
sind die Zettel entstanden?

Am Anfang stand ein Zufall. Die Kinder
in der Klasse meiner Frau hatien gleich
zu Beginn des dritien Schuljahres an
einem Leichtathletikfest der Schule, den
Bundesjugendspielen, teilgenommen,
und sie war gerade dabei, fiir jedes Kind
die Gesamtpunktzahl auszurechnen, d. h.
jedes Mal vier dreistellige Punktzahlen
per Hand zu addieren. Eigentlich wollie
ich ihr nur die Arbeit abnehmen, das

mit dem Computer erledigen und schén
iibersichtlich darstellen, aber als ich da-
bei war, fragte ich mich: Warum lassen
wir das die Kinder eigentlich nicht selbst
machen? st das nicht ein schbner AnlaB,
der die Bezeichnung ,,Problem" im dop-
pelten Sinne verdient? Denn: Einerseits

sind die Kinder begierig, das Ergebnis
zu erfahren, es ist also ilir Problem. An-
dererseits gehort es nicht zu ihrem Stan-
dardrepertoire, solche Aufgaben zu ldsen,
geschweige denn, den dazugehdnigen
Lisungsweg aufzuschreiben — es ist also
ein echtes Problem und keine Routine-
anfgabe. Sie konnen zwar im Hunderter-
raum Zahlen mit selbsterarbeiteten
Methoden addieren und von daher ist
das Addieren dreistelliger Zahlen in
ihrer Reichweite, aber sie haben es erst
noch vor sich, den Tausenderraum als
solchen (Notation, dezimale Strukturie-
rung, GroBenvorstellungen, Anordnung)
systematisch zu erarbeiicn.

Gedacht — getan: Den Kindern wurde
gesagt, sie sollten sich ihre Punktsumme
selbst ausrechnen und ihren Rechenweg
auch so aufschreiben, dall ich hinterher
sehen kdnne, was und wie sie gerechnet
haben. Sie waren mit groBem Eifer bei
der Sache, und am Ende hatte ich 13 Zet-
tel /2/. Aus Platzgriinden sind hier nur 4
besonders interessante ,,Rechnungen™
verkleinert abgedruckt (vgl. S. 6), die
ich jetzt ein wenig eingehender kom-
meniieren werde.

Betrachtung weiterer Beispiele
(Britta, Andrea, Sebastian K., Sebastian P.)

Brittas Zettel fillt auf durch ihre origi-
nelle Darstellung. Sie vermindert den
Schreibaufwand, liBt aber im Prinzip gut
nachvollziehen, wie sie vorgegangen ist
(wobei in manchen Punkten offen blei-
ben muB, in welcher Reihenfolge): Sie
addiert erst die Hunderter zu 1300, dann
schrittweise die zweistelligen Zahlen,
wobei sie ein Ergebnis zwischendurch
zur Hundertersumme addien und am En-
de die zu 100 zusammengefaBten beiden
Fiinfziger vergibt:

50 +50=100; 88 + 4 =92;

92 + 42 = 134; 1300 + 134 = 1434,

1434 + 8 = 1442,

Die zweite Aufgabe — Addition der drei
besten Punktzahlen — l8st sie korrekt,
wabei sie gegen die Regeln des Um-
gangs mit dem Gleichheitszeichen ver-
stobt.

Andrea bricht ihren ersten Versuch mit
2+ 3 =5+ 81 =581 ab, wombglich,
weil ihr die Addition von 72 zu letzte-
rem zu schwer fallt, (Welcher Lehrerin
liduft es nicht kalt den Riicken herunter,
wenn sie diese Gleichung sieht?) Aber
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trotz formal nicht korrekter Schreibweise
weil sie genau Bescheid, was bei ihr
welche Ziffer an welcher Sielle bedeutet
— wie eine spiitere Befragung zeigt. Im

2. Versuch addiert sie erst die Hunderter,
dann die Summe zweier geschickt ge-
wiihlter zweistelliger Zahlen (32 + 72)
dazu und schlieBlich die restlichen zwei-
stelligen Zahlen Schritt fiir Schritt. Hier-
bei verwendet sie das Gleichheitszeichen
als Ergibtzeichen, ohne die vorwegge-
gangene Operation zu notieren. Sie ver-
rechnet sich im ersten Anlauf um 10,
kotrigiert sich dann zu einem Ergebnis,
das noch weiter vom richtigen abweicht.
(Was sie sich da gedacht hat, mul wohl
im Dunkeln bleiben.)

Ihre zweite Rechnung (die drei besten)
ist korrekt, wird ohne Gleichheitszeichen
notiert und amiisiert durch den geschick-
ten ,,Ubergang™ von 104 zu 1004,

Sebastian K. hat alles sehr ausfithrlich
aufgeschrieben, Als Vorbereitung fiir
90 + 10 und 80 + 20 hat er die 30 in
10 + 20 zerlegt, offensichilich aber nicht
gewubt, wie er so etwas aufschreiben
soll. 30 = 10 + 20, das ist nicht die Be-
schreibung einer Rechnung fiir Sebastian.
Er hilft sich mit 30 ;: 3 = 10, um 10 als
Ergebnis zu produzieren. An anderer
Stelle verwendet er das . Kreuzwortriitsel-
prinzip”, um Schreibarbeit zu sparen.

Sebastian P. hat auch alles aufgeschrie-
ben. Er ist unsicher mit der Schreibwei-
se, sowohi, wo es iiber den Hunderter
geht, wo er sich noch komigiert, als
auch bei 1101, was er als 2001 schreibt.
(Den gleichen Fehler macht er bei einem
Interview im Rahmen einer Nachunter-
suchung. Er bemerkt ihn aber selbst, und
ein neuer Anlauf fiihrt — ohne Vorsagen
- zur richtigen Schreibweise.) Er schreibt
vollstindige Gleichungen und verwendet
senkrechte Trennstriche, um den Ab-
schlub einer Rechnung deutlich zu
machen.

Im folgenden méchte ich nun zusam-
menfassen, was mir hinsichtlich Notation,
Strategien und Fellern nach sorgfiltiger
Analyse aller Zetiel der Kinder erwih-
nenswert erscheint:

Zusammenfassende
Bemerkungen zu Notation,
Strategien und Fehlern

Notation

Ich hoffe, daB lhre von mir angeregle
und gelenkte Beschiiftigung mit den fiinf
Beispielen lhr Verstindnis dafiir ge-
weckt hat, daB ich es fiir unangebracht
und sogar schiidlich halte, schriftliche
Darstellungen von Problemldsungen die-
ser Art an formalen Anspriichen zu mes-
sen, die an anderer Stelle angebracht sein
mégen. Jedenfalls ist mein Fazit bei der
Bewertung dessen, was die Kinder in
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punkto Darstellung geleistet haben, das
folgende:

Die Kinder zeigen bei der Bewiiltigung
der nicht gerade geringen Anforderung,
ihren Lasungs- oder Rechtfertigungsweg
fiir die Losung einer komplexen Aufga-
be darzustellen, eine erstaunliche Kom-
petenz.

Sie

— sind erfindungsreich, z. B. Annika
durch ihre Striche, Britta durch die Krin-
gel, Sebastian P. durch den senkrechten
Strich als Markierung fiir das Ende der
Rechnung und Tim durch die Numerie-
rung der Schritte,

— tendieren zu dkonomischen Schreibwei-
sen, z. B. Andrea durch #uBerst knappe
Notation, Sebastian K. durch ,Kreuz-

zahlanordnung* und Tim durch die un-
vollstindige Gleichung und

- beschreiten unkonventionelle Wege.
Damit meine ich die abweichende
Verwendung des Gleichheitszeichens
bei Andrea, Britta, Holger sowie die
selbstkonstruierte Zahlschreibweise im
unerschlossenen Bereich bei Julia (1300
= 3000) und Sebastian P. (1201 = 2001).
Sie haben auch die Gelegenheit genutzt,
zu erfahren, ,,wie Schreib- und Bildfigu-
ren auf dem Papier das Gedéchtnis ent-
lasten und die Gedankenfiihrung stiit-
zen*, und waren kreativ beim ,,Erfinden
einer problemangemessenen Zeichen-
sprache”. /3/

Im Gegensaiz zu den Darstellungswei-
sen und Notationen der Lehrgiinge, die
den Kindern vorgesetzt werden und hiiu-
fig das Lemen erschweren /4/ (man denke
nur an die kiinstlich erzeugten Probleme
beim Zehnetilbergang am Ende des
ersten Schuljahrs), handelt es sich hier
um vom Kind selbstgewiihlte Darstel-
lungsformen, die ihm die Aufgabe er-
leichiern, den Lsungsweg darzustellen.
Damit ich nicht miBverstanden werde:
Ich méichte damit keineswegs sagen, dal
die Entwicklung und Pflege gemeinsam
geteilter Darstellungsformen nicht auch
eine wichtige Aufgabe des Grundschul-
unterrichts ist, doch das sollte nicht dazu
fiihren, daB die Kinder immer so lange
warten miissen, etwas inhaltlich zu be-
arbeiten, bis sie es formal korrekt dar-
stellen kinnen. (Das fiingt ja schon im
ersten Schuljahr an!)

Strategien

Natiirlich wird nicht alles von dem sicht-
bar, wie die Kinder gerechnet haben,
und manches, was da steht, ist vielleicht
auch nur eine nachtriigliche Rechtferti-
gung des Ergebnisses. Dennoch ist es
interessant, sich mal einen Uberblick zu
verschaffen:

Fast alle Kinder beginnen mit der Addi-
tion der Hunderter. Dann kommen die
kleineren Anteile der Zahlen. Da die
Kinder ja schon vorgepriigt sind durch
die Arbeit mit der Addition im Hunder-
terraum im 2. Schuljahr, kann man
schwerlich von einer sponianen Strategie
sprechen — auch wenn man sich gut vor-
stellen kann, welches der Grund wiire,
wenn sie spontan entwickelt wiirde: Die
groBen Bestandteile der Zahlen sind im
Hinblick auf dic Zahlvorstellung und die
praktische Bedeutung der Zahlen die
wichtigeren, und sie werden ja auch zu-
erst gesprochen. Eine Vorpriigung, die
dieser Tendenz enigegenl.ommt, ge-
schieht durch die giingige Einfilhrung
der Addition zweistelliger Zahlen: Erst
solche Aufgaben wie 30 + 40, dann

37 + 20 ete, Das Problem, was sich im
dritten Schuljahr dann ergibi, ist be-



kannt: Bei der Einfilhrung des Normal-
verfahrens der schriftlichen Addition muB
man die Kinder dazu anhalten, mit den
Einem zu beginnen - bzw, sie entdecken
lassen, warum das zweckmiBig ist.

Beim Hinzuaddieren der zweistelligen
Zahlen kann man dann — im Gegensatz
zur obigen Beobachtung bei den Hun-
dertern — fast genausoviele verschiedene
Rechenwege finden, wie es Kinder gibt.
Fast alle unterscheidbaren Variationen
kommen vor, z. B.:

— die Zehnerzahlen der Reihenfolge
nach einzeln, dann die Einer,

— die Zehnerzahlen einzeln, aber ge-
schickt zerlegt und neugruppiert zu
Hunderterpaaren,

- zweistellige Zahlen plus einstellige so,
wie sie gut Zusammenpassen,

— die zweistelligen Zahlen nacheinander
zur Summe der Hunderter,

Ich finde diese Vielfalt iiberwiligend
und meine, den Kindem sollte so lange
wie nur moglich Gelegenheit gegeben
werden, ihre eigenen Wege zu gehen.
Der giiltige Lehrplan vereitelt dies leider,
da er den Unterricht in den Standardver-
fahren fiir die schriftliche Addition und
Subtraktion im dritten Schuljzhr ver-
bindlich macht,

DaB die Kinder aber eine solche Viel-
falt von Strategien verwenden und auch
die Darstellung ihrer Lésungswege so
eigenstindig gestalten, ist zuallererst
auch darauf zuriickzufiihren, daB ihr
Lemen vom ersten Schultag konsequent
nach den Prinzipien des aktiv-entdecken-
den Lernens (vel. Wittmann-Miiller
1990) gestaltet wurde. Es ist z. B. guter
Brauch in der Klasse, beim gemeinsa-
men Rechnen die Kinder zu ermuntern,
nach verschiedenen Losungswegen zu
suchen und bei jedem Ergebnis — sei es
richtig oder falsch — auch mitzuteilen,
wie man dahin gekommen ist.

Fehler :

Zum SchluB des Uberblicks noch ein
kurzer Blick auf die Fehler: Sie kommen
einem — mir jedenfalls — angesichts der
relativ hohen Anforderung nicht so tra-
gisch vor:

— in vier Fiilllen um 1, 10 bzw. 100 ver-
rechnet (bzw. vergessen) (Annika,
Andrea, Britta, Raphael);

- zweimal Hunderteriiberschreitung ver-
gessen (Florian);

- in zweti Fiillen wahrscheinlich inhalt-
lich richtig gerechnet, aber formal falsch
aufgeschrieben (,,Behelfsschreibweise™
bei Julia und Sebastian P.);

—drei (bisher) unerklirbare Fiille
(Florian, Karsten, Tim),

Betrachtet man die Gesamtzahl der not-
wendigen Einzelschritte, so ist die Fehler-
quote — auch wenn fast die Hilfie der
Endergebnisse falsch ist — sehr gering.

Mathematik

Folgerungen

1. Das Gehen eigener Wege — auch
wenn es von aulen betrachtet manchmal
als umstéindlich erscheint - ist im Sinne
der Lemziele, auf die es ankommit,
fruchtbarer als das Nachlaufen ausgetre-
tener Pfade oder Befahren betonierter
Auiobahnen, auf denen alle Hindemisse
aus dem Weg geriumt sind. Die Kinder
konnen ihr eigenes Denken entwickeln
und erproben und ihr Selbstvertrauen
stiirken.

2, Die von den Kindemn beschrittenen
Wege erfordern besseres Zahlgefithl und
eine hbhere arithmetische Kompetenz
als die monotene Mechanik des Normal-
verfahrens. Wenn sie diese Wege gehen,
werden diese Fihigkeiten daher auch
mehr gefordert und geférdert. Insofern
ist es duBerst fragwiirdig, die Normal-
verfahren schon so frih einzufiihren.
(Rechnen nach dem Normalverfahren ist
prinzipiell nicht besser, als den Taschen-
rechner zu benutzen, abgesehen davon,
daB das kleine Einspluseins geiibt wird —
das wird es bei den eigenen Methoden
der Kinder aber auch.)

3. Da die Vorgehensweisen der Kinder
ihnen selbst in den allermeisten Fillen
Skonomischer erscheinen werden als
die, die das giingige halbschriftliche
Verfahren vorsicht, wiirden sie es als
Riickschritt empfinden, wenn man ihnen
dieses aufdringen wirde.

4. Der Versuch, diesen Kindern schriftli-
che Rechenverfahren mit Hilfe von Ma-
terial nahebringen zu wollen, wiire iiber-
flilssig, eine Zeitverschwendung und
miglicherweise eine Erschwernis. Sol-
che Versuche beruhen auf der unseligen
Ideologie, alles nur Migliche mit Ma-
terial modellieren zu miissen. Das heiBt
nicht, daB es nicht Gelegenheiten gibt,
bei denen Material hilfreich oder sogar
notwendig sein kann. Aber es soli hei-
Ben, daB Modellierung kein universelles
Prinzip ist, das undifferenziert iiberall
angewendet werden kann.

Schlufibemerkung

Warum habe ich diesen Artikel
geschrieben?

Ich hoffe, viele von Thnen dadurch er-
muntert und lhnen Mut gemacht zu ha-
ben, Kindern mehr zuzutrauen und mehr
in dieser Art mit ihnen zu arbeiten.
Konkret heiBt das: Einerseits nach in-
teressanten Nichtroutineaufgaben
suchen, andererseits — wie in diesem Fall
- spontan passende Sitvationen nutzen
und die Kinder mit Problemen konfron-
tieren, fiir deren Lésung ihnen gewisse
Grundlagen zur Verfilgung stehen, bei
denen sie aber selbst noch etwas einbrin-
gen konnen und miissen. Den Kindemn

dann gestatten, ihre L8sungswege auch
auf nichtkonventionelle Weise darzusiel-
len, chne zu befiirchien, daB damit eine
Grundlage fiir spiteres Chaos geschaffen
wird. Den Kindemn also auch schon dann
erlauben, an Problemen zu arbeiten,
wenn sie noch nicht vollstiindig in der
Lage (oder auch willens) sind, die L-
sung normgerecht aufzuschreiben. Sie
kénnen auf diese Weise mehr von dem
zeigen, was sie wirklich kénnen, und die
Lehrerin hat mehr Gelegenheit, etwas
iiber das Denken ihrer Kinder zu erfahren.

Was fiir den Sprachunterricht schon
seit lingerer Zeit gefordert und sicher-
lich auch hiufiger umgesetzt wird, nim-
lich die Kinder erziihlen und eigene Tex-
te schreiben zu lassen, auch wenn sie
das, was sie erziihlen oder schreiben,
noch nicht korrekt schreiben kénnen, ist
in analoger Weise fiir den Mathematik-
unterricht lingst iiberfallig. Verhindert
wird das méglicherweise dadurch, dall
die Mathematik gleichgesetzt bzw, ver-
wechselt wird mit ihrer iiblichen schrift-
lichen Darstellung. O
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* Der Text ist die ausgearbeitete Fassung eines
Vortrages, den ich im Juni 1993 an der Universitit
Dortrnund im Rahmen des 3. Symposiums des
Projckies ,.mathe 2000" gehalten habe.

[ Mit ,,Wir* ist hier aufler mir noch mein Kollege
Christoph Selter von der Universitéit Dortmund
gemeint, dem ich an dieser Stelle ausdriicklich
danken mochte. Chne unsere Gespriiche Giber
dieses Material wire dieser Artikel vielleicht gar
nicht entstanden. Viele der hier wiedergegebe-
nen Gedanken hatten dont ihren Ursprung.
Weiterhin danke ich meinen Mitarbeiter(n)/-in-
nen Catharina Becker, Andrea Fromm und Peter
Olker fiir ihre Mithilfe.

2 Es handelt sich um cine Klasse, in der 14 nicht-
behinderte und 5 behinderte Kinder gemeinsam
lernen. Darin werden sie von zwei Lehremn: ciner
Grundschullehrerin und einem Sonderschulleh-
rer unterstiltzt. Die Klasse pehiin zu ¢inem
Modellversuch, der trotz positiver Erfahrungen
demnichst — wohl hauptsiichlich aus finanziellen
Grilnden — beendet wird.

3 Dies sind Zielformulierungen aus einem m. E.
nach wie vor aktuellen Katalog allgemeiner
Lemziele aus der Zeit des Beginns der Reform,
nachzulesen z. B. in Abele 1970

4 DaB die Anfordentng, etwas gemiiB den ilblichen
Konventionen darzustellen, vielfach cine zusiitz-
liche Schwierigkeit mit sich bringt und ,.es sich
leichter denkt*, wean man dic Dinge mehr nach
cigenem Gusto darstellen darf, ist eine Erfah-
rung, die auBer mir sicherlich auch viele von
Ihnen gemacht haben.
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